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Lineare Abbildungen

1. Aufgabe:

MATHEMATIK

O

O O

O OO
VERBINDET

Mathe

<
Nach

t

N
X

Kreuze an, ob es sich um eine lineare Abbildung handelt oder nicht. Entscheide aulerdem, ob ein Mono-,
Epi-, Iso-, Endo- oder Automorphismus vorliegt.

keine lin. lineare Abbildung
Abbildung
Monomor- Epimor- Isomor- Endomor- Automor- ohne weitere
phismus phismus phismus phismus phismus Eig.schaften
f1:R? = R? geg. durch:
Fﬂ — Fﬂ = O m O O O O
T2 1
fo : R? — R? geg. durch:
T
T2
To| L } O O X O O O O
I3 !
f3: R® — R3 geg. durch:
o 2
To| — 221 + 23 X O O O O O O
T3 223
f1: R®> = R? geg. durch:
_flil- —ZCl — 3372_
To| — 0 O O O O X (] (]
T3 Xo — I
f5 : R? = R3 geg. durch:
_.131_ _JI1 — 3.1‘2_
To| — X3 ([l X X X X X ([
T3 To — X1
fe: V. — W geg. durch:
Yo eV : fg(v) =0w (] (] g d (] O X
(V#{Oov}, W #{O0w})
®p: V — K?* wobei V ein 4-dimensionaler
K-VR ist und B geordnete Basis von V. O X X X (] O [l
f7 : R3* = R3 geg. durch:
A~ [A].4 O O X O O O O




2. Aufgabe:

Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind! Begriinde kurz! Losung:

Sind die Vektorrdaume V und W isomorph, so ist jede lineare Abbildung von V nach W ein Isomor-
phismus.

Im Allgemeinen falsch. Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch.

Gegenbeispiel: V =W =R3, f([z,y,2]") = [0,0,0]".

Ist f € L(V,W) ein Monomorphismus, so ist f auch ein Epimorphismus.

Im Allgemeinen falsch. Sind die Dimensionen von V' und W verschieden, so ist diese Aussage immer
falsch. Sind die Dimensionen gleich, so ist die Aussage richtig.

Ist dim(V') < dim(W), so ist jede lineare Abbildung von V nach W injektiv.

Im Allgemeinen falsch.

Gegenbeispiel: Sei V =R2 W =R3 und f: V — W gegeben durch f(v) = Oy fiir alle v € V. Dann
ist f nicht injektiv.

Ist dim(V') > dim(W), so ist jede lineare Abbildung von V nach W surjektiv.

Im Allgemeinen falsch.

Gegenbeispiel: Sei V = R3 W =R? und f : V — W gegeben durch f(v) = Oy fiir alle v € V. Dann
ist f nicht surjektiv.

Ist dim(V) > dim(W), so gibt es keinen Monomorphismus von V nach W.

Richtig. Angenommen, es wiirde einen Monomorphismus geben. Dann ist die Dimension des Kerns
gleich 0. Nach Dimensionsformel wéren dann die Dimensionen von V' und W gleich grof}, was ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist.

der Dimension von V und

Jeder Monomorphismus von V' nach V ist auch ein Epimorphismus.

Richtig. Dies folgt aus der Dimensionsformel. Ist f : V' — V ein Monomorphismus, so ist dim
Ker(f) = 0 und damit folgt dim(V) =dim(Im(f)). Somit ist V =Im(f) und f ist surjektiv, also ein
Epimorphismus.

Sei dim (V') = dim(W). Dann gilt: Ker(f) = {0y} = Im(f) = W.

Richtig. Dies folgt aus der Dimensionsformel. Ist dim Ker(f) = 0, so muss nach Dimensionsformel
dim Im(f) =dim(V) =dim(W) sein. Also ist W =Im(f).

Sei A € K™™. Dann gilt: Ist f4 ein Epimorphismus, so gilt span{ay, ..., a,} = K™.

Im Allgemeinen falsch. Ist Fs4 ein Epimorphismus, so gilt span{ay, ...,a,,} = K™.

Ist fa ein Monomorphismus, so hat das lineare Gleichungssystem Az = 0 genau eine Losung.

Richtig. Ist fa4 ein Monomorphismus, also injektiv, dann gibt es nur ein z, das auf den Nullvek-
tor abgebildet wird (ndmlich der Nullvektor aus der Startmenge). Folglich hat das angegebene Gle-
ichungssystem nur eine Losung.

Ist By := (b1, b2, b3) eine K-Basis des Vektorraumes V und By := (b1 +b1, ba+ba, bs+bs) ebenfalls, dann
gilt fiir die darstellenden Matrizen eines Endomorphismus f € L(V,V): [flB,.B, = [flB1.B, + [f]B1.B: -
Falsch. Seien z;,y;,2; € K so, dass fur alle i € {1,2,3} gilt: f(b;) = x;b1 + y;ba + 2z;b3. Dann hat
die i-te Spalte von [f]p, B, die Eintrige x;,y;, z;. Weiter ist f(b; +b;) = f(b;) + f(b;) = x;(b1 + b1) +
Yi(b2 + b2) + z;(bs + b3). Folglich hat die i-te Spalte von [f]|p, B, die Eintrage z;,v;, z;. Somit ist
[f1Bs.B, = [f]B,.B, und die Behauptung ist falsch.



3. Aufgabe:

Gegeben seien der R-Vektorraum V := R?® und die Vektoren vy := [1,0,2]", v = [0,1,1] ", v3 = [0,0, 1] T.
Weiter sei die lineare Abbildung f: V — V gegeben durch:

f(Ul) = [270’4]"?7.]0(,02) = [07 1’2]T7f('03) = [0’ -2, _4]T
a) Berechne f([1,2,3]").

b) Sei By := (v1, v2,v3). Bestimme die darstellende Matrix [f]p, B,. Bestimme anschlieflend dim(Im(f)).
Untersuche, ob f surjektiv/injektiv ist.

c) Sei B die Standardbasis des R?. Bestimme die darstellende Matrix [f]5 5 von f beziiglich B.

d) Gib ein lineares Gleichungssystem an, dessen Losungsmenge Ker(f) ist, und 1ose es mit Hilfe des
GauB-Algorithmus. Gib eine Basis von Ker(f) an!

e) Sei B; wie in b). Weiter sei v € R? gegeben durch die Koordinaten beziiglich By:
1
(I)Bl (’U) = 0
-2

Berechne v und f(v).

Losung:
a) Es ist
F([1,2,3]7) = f([1,0,2]" +2-10,1,1]" +[0,0,—1] )
= f([1,0,2]") +2f(+2-[0,1,1]7) + f([0,0,—1] ")
=1[2,0,4]" +2-10,1,2]" +[0,-2,—4]"
=1[2,0,4]"
b) Es ist
fv1) =2-v1, f(ve) =ve —vs, f(vs) =—2v9 + 2v3
2 0 0
Somit ist: [f]g,,B, = |0 1 -2
0 -1 2

¢) Nach Satz X.28 (Basiswechsel) gilt:

[flB,B = lidv]B,.B - [flB),B: - [idV]B,B)

Die Spalten der Matrix [idy]p,,p sind die Basisvektoren vy, va, v3, also:

1 0 O
lidv]g, =10 1 0
2 1 -1



Um die Matrix [idy]p, g, zu bestimmen, kann man entweder die Inverse von [idy ] g, g bestimmen oder
die Standardbasisvektoren als Linearkombination mit den Vektoren aus By darstellen. Letzter Variante

liefert:
[1,0,0]" = vy 4 2v3,[0,1,0]" = vy +v3,[0,0,1] 7 = —v3
Somit ist:
1 0 0
lidvlgs, =10 1 0
2 1 -1
Nun ist:
1 0o ol [2 o 0 1 0 0
flee=10 1 0o|-l0 1 —=2/-l0 1 0
2 1 -1 |0 -1 2 2 1 -1
(2 0 o1 [1 0 O
=10 1 =-2(-/0 1 O
4 2 —4] |2 1 -1
[ 2 0 O
=|-4 -1 2
-4 -2 4

Auch ohne Satz X.28 hitte man die Matrix auch "zu Fufl" ausrechnen kénnen: Die Bilder der Stan-
dardbasisvektoren berechnen und diese Bilder in die Spalten schreiben.

d) Der Kern von f ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

[fl.5 - [w1,22,23] " =1[0,0,0]"

Lost man dieses Gleichungssystem mit dem Gauf-Algorithmus (Losungsweg wird in dieser Losung
ausgelassen), so erhilt man: Ker(f) = {[0,2z3,x3]" | #3 € R}.

e) Esist v=v; —2v3 =[1,0,4]" und
f(v) = f(v1) —2f(v3) = [2,0,4] T —2[0, -2, 4] " = [2,4,12]"

Man hétte auch rechnen kénnen: [f]p 5 - [1,0,4]".

4. Aufgabe:

Gegeben sei der R-Vektorraum R?* mit der geordneten Basis B = (by, by, b3,bs4). Die lineare Abbildung
f € L(R* R?) sei gegeben durch: f(by) = by + ba, f(ba) = 3ba, f(b3) = by — 2by, f(by) = b3. Zeige, dass f
eine Umkehrabbildung f~! besitzt und bestimme eine darstellende Matrix von f~!.

Losung: Es ist

10 1 0
13 0 0
Ulss=10 0 0 1
00 -2 0
Entwickeln nach der vierten Spalte liefert: det[f]g.z = —(—6) = 6 Somit ist die Matrix invertierbar und

damit auch die zugehorige Abbildung. Es gilt

[f BB = [f]E;,lB



Die Berechnung der Inversen wird in dieser Losung ausgelassen. Man erhélt:

6 00 3
1l-2 2 0 -1

—1 -
e =510 0 0 -3
0 06 0
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Losungen

1. Aufgabe:

Es seien n € N und v,w,z € V := R™. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum (V,{(-,-)) mit dem
Standardskalarprodukt.
Sei die Relation ~ auf V' gegeben durch

v ~w < Es existiert ein @ € O(n) mit v = Qu.
Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf V' definiert.

Losung:
reflexiv: Sei A = I, die Einheitsmatrix der Dimension n x n. Es ist f4 = idy und (idy (v), idy (w)) = (v, w)
und damit ist A € O(n). Nun ist v = I,v = Av und damit v ~ v.

symmetrisch: Angenommen, es ist v ~ w, dann existiert ein Q € O(n) mit v = Qw. Da O(n) mit Korollar
XII.48 eine Gruppe ist, ist Q invertierbar und Q= € O(n). Somit ist @~ 'v = w und damit w ~ v.

transitiv: Seien v ~ w und w ~ z. Dann existieren Q1,Q2 € O(n) mit v = Qw und w = Qx. Damit ist
v=Q1w = Q1Q2x. Da O(n) eine Gruppe ist, ist auch Q3 := Q1Q2 € O(n). Damit ist v = @3z und es folgt
vV~ T,

2. Aufgabe:

a) Zeigen Sie, dass durch

(@, y) == z191 + 221Y2 + 2221 + DT2y2, x = [zj Y= [z;] € R?

ein Skalarprodukt auf R? definiert ist. Was ist die darstellende Matrix von der Bilinearform beziiglich
der Standardbasis?

b) Sei || - || die von (-, -) erzeugte Norm. Berechnen Sie |a|| fiir a = [-2, 3]7.

c) Sei V := (R? (.,-)). Berechnen Sie mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens eine ONB zu der Basis
(v1,v2) = (e1,e1 — e2) von V.

Losung:

a) Ein Skalarprodukt ist eine symmetrische Bilinearform, die positiv definit ist. Um zu sehen, dass es sich
1 2
2 3
erhalten wir mit Beispiel XII.2 aus der Vorlesung eine Bilinearform mit darstellender Matrix A.

um eine Bilinearform handelt, definiere die Matrix A := { . Dann ist (z,y) = 7 Ay und somit



symmetrisch: Wenn man die darstellende Matrix A der Bilinearform gefunden hat, reicht es zu
iiberpriifen, dass A symmetrisch ist. In unserem ist A” = A und damit A symmetrisch.
Mann kann es auch zu Fufinachrechnen:

(z,y) = z1y1 + 221y2 + 222y1 + DToye = Y121 + 2012 + 2221 + Dyaxe = (Y, ).

positiv definit: Auch hier kann man tiberpriifen, ob A positiv definit ist oder es direkt an der
Bilinearform zeigen.

Es ist (z,2) = 23 + 4x129 + 523 = (71 + 222)% + 23 > 0.

Falls (z,2) = 0 ist (21 + 222)? = 0 und (23)? = 0. Es folgt 5 = 0 und somit auch x; = z1 + 225 = 0.
Damit ist = 0.

b) Mit a) ist ||z|| = /27 + 42122 + 523. Damit ist ||a|| = /4 — 24 + 45 = /25 = 5.
c)

U1 U1

U =—=—==20
Pl v

j:12 ﬁg = Vg2 — <’02,’LL1>U1 = V2 — (1 — 2)’LL1 = V2 + U1 = V2 + v = 261 — €2
T U
> ool Vi—8+5

Somit ist B = (uy,us) eine ONB zu R? mit

nf] e[

~

u = U2 261 — €2.

3. Aufgabe:

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum (R*, (-, -)) mit dem euklidischen Skalarprodukt. Sei der Unter-

-1 0 -1 -3
2 -1 1 3
U= Span(vh V2, V3, U4) = Span 9 ) 1 ) 3 3 0
0 1 1 -3

gegeben. Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine ONB von U ohne vorher zu testen, ob die
Vektoren linear unabhéngig sind.

Losung:

1. v wird normiert
V1 U1 1 T
= =—==-[-1,2,2,0
foul =3 30 0320

U

2. Wir rechnen erst einen Vektor aus, der orthogonal zu vy ist und normieren ihn dann
Uy = Vg — <’UQ,U1>’LL1 =vy—0-u;

U2 1 T
wy = 22— 10,-1,1,1
2= o] = V5. ]



3. Wir rechnen erst einen Vektor aus der orthogonal zu u; und us ist

U3 = v3 — (U3, u1) U1 — (U3, Ug) U

1 3 1
=[-1,1,3,1]" —=3.2[-1,2,2,0]" — — . —[0,—-1,1,1]" =10,0,0,0] "
[ ] 5 ] 7 ﬁ[ I =1 ]
Das bedeutet, dass vs eine Linearkombination von wvi,vs ist und fiir die Ermittlung einer Basis
gestrichen werden kann.

4. Wir wenden nun das Gram-Schmidt-Verfahren auf v, an

Uy = vg — (Vg, u1) U — (Va, Ug) U

(=6) 1 T T
=[-3,3,0,-3]" —=3-13-[-1,2,2,0] " — ~—= - —-[0,-1,1,1]" = [-2, 1,0, —1]
V3 V3

Ug 1

4 = T =

- —[-2,-1,0,-1]"
lzall V6

Also ist eine ONB von U

-1/3 0 —2//6
2/3 | |-1/V3| |-1/v6
2/3 1/V3 | 0

0 1/v3 ] [-1/V6

B = (u1,u2,u4) =

4. Aufgabe:

Es seien K = R und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Weiter sei o : V' — K eine Abbildung mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle v € V und X € K gelte a(A\v) = [AN|a(v).
(if) Fir alle vy, v2 € V gelte a(v1 + v2) < a(v1) + a(va).

(Die Abbildung o heifit dann eine Halbnorm auf V.)
Zeigen Sie

a) Fir alle v € V ist a(v) > 0.
b) U:={v]|v eV, alv) =0} ist ein Unterraum von V.
c) Fir v+ U € V/U definiere ||v 4+ U|| := a(v), so ist || - || eine Norm auf V/U.
Losung:
a) Seiv e V. Wegen (i) gilt a(0y) = |0|a(0y) = 0. Somit ist
0=10a(0y) =a(v+ (—v)) < a() + a(-v) = a(v) + | — la(v) = 2a(v).

Es ist also 2a(v) > 0 und damit ist auch a(v) > 0.



b)

Wir wollen Lemma IX.5 anwenden. Es gilt offensichtlich U C V. Wie wir in a) schon gezeigt haben,
ist Oy € U.
Seien nun w1, us € U, dann ist

a(ur +ug) < alur) + a(u) = 0.

Da mit a) aber a(u; + ug) > 0 ist, folgt schon a(uy + ug) = 0. Somit ist u; + us € U.
Seien nun A € K und u € U. Dann ist

a(Au) = |AMa(u) = |2 -0=0.
Somit ist auch Au € U und U ist schlieBlich ein Unterraum von V.

Wir zeigen zunéchst, dass || - || wohldefiniert ist. Seien dafiir vy + U = vy + U € V/U. Dann existiert
ein u € U so, dass v1 + u = vy ist. Dann ist

[o1 + Ul = a(v1) = a(vy —u) < afvz) + a(—u) = a(v2) + a(u) = a(vs) = [lva + U]|.

Umgekehrt gilt

lv2 + Ul = a(v2) = a(v1 +u) < afv1) + a(u) = a(vr) = [or + U]
Somit ist also ||ve + U|| = |Jv1 + UJ| und || - || wohldefiniert.
Homogenitét: Sei v+ U € V/U und X € K, dann gilt

a)
A+ U] = M+ Ul = a(hv) = [Ma(v) = [Alllv + UJ|.
2)

Definitheit: Sei v + U € V/U, dann gilt ||v + Ul| = a(v) > 0. Aulerdem ist

O=lv+Ul=av) & velU <& v+U=0+U=0yy.

Dreiecksungleichung: Seien v1 + U,ve + U € V/U, dann gilt

(if)
o1 +U +v2 + U = [Jr + 02 + Ul = a(v1 + v2) < a(v1) +a(vz2) = [lor + U + [lv2 + U]

5. Aufgabe:

Gegeben seien die Basen B = (v, vq,v3) und C' = (w1, wq,w3) des 3-dimensionalen Vektorraums R3 mit
wy = vy, wg = v und

0 1 0
v = 1 , Uy = 1 , U3 = 2 , W3 = 0
0 0 2

. Berechnen Sie die zu B duale Basis B*.

. Sei f: R3 — R definiert als f([a1,a2,a3]’) = 2a; — az. Schreiben Sie die Linearform f als Linearkom-

bination bzgl. der Dualbasis B*.

Untersuchen Sie, ob v = wj ist, indem sie v] als eine Linearkombination bzgl. der Dualbasis C*
schreiben.



Losung:
1. Sei (vf,v3,v5) = B* und sei a € R3 beliebig. Seien ay,as, a3 € R so, dass gilt a = [a1, as,a3]’. Dann
gilt fiir die Standardbasis (e1, 2, e3) von R3:
a = aje; + agses + ases
=aj(—ey+ ex+e1)+ ases + azles +2es — eg + ex + €1 — 3ea)
= —ai€e2 + al(eg =+ 61) + ageq + a3(e3 + 2e9 — 61) + a3(€2 =+ 61) — 3aszes
= —aq1v1 + a1v2 + asv1 + azvsz + agve — 3agv;
= (—a1 + az — 3az)vy + (a1 + a3)va + azvs.
Wegen v} (v;) = d;; gilt dann
vi(a) = vi((—a1 + a2 — 3az)vy + (a1 + az)ve + azvs))
= (—a1 + az — 3az)vi(v1) + (a1 + a3z)vi (v2) + asvi (vs)
= —ay +az — 3as3
vi(a) = a1 + as
vi(a) = as.
2. f(a) =2a1 — a3 = 2(a1 + a3) — 3ag = 2v3(a) — 3v3(a) oder

f(v1) =0, f(va) =2—-0 =2, f(v3) = =2 —1 = —3 und wir erhalten die Koeffizienten in der
Darstellung als Linearkombination von B*.

3. Es gilt
a = aje; + ases + ases
1
=a1(e1 + €2 — €2) + agzes + §a3(2€3)
1
= 1w — a1wi + aswy + §a3w3

1
= (—a1 + az)w + a1ws + 503w3

Und damit ist

wi(a) = —a1 + az
wi(a) = a;

1
wy(a) = 543

Somit ist v} = wi — 6w;



MATHEMATIK

Mathe
O

Eigenwerte O O Nacht

Losungen ©O00
VERBINDET

1. Aufgabe:

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum (R?, (-, -)) mit dem euklidischen Skalarprodukt. Sei die lineare
Abbildung
. 2 2 T 4x1 — o
fiR? SR [m] - [xﬁ%]
gegeben.

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von f.
b) Begriinden Sie, dass f diagonalisierbar ist.

c¢) Sei B = (e1,ez) die Standardbasis des R? und A = [f]p 5. Geben Sie eine Matrix S € GLa(R) und
eine Diagonalmatrix D € R%? an, sodass

A=S-D-S7 %

d) Gibt es auch ein S € O(2), sodass S~1AS eine Diagonalmatrix ist?

e) Geben Sie alle Eigenwerte und Eigenriume von der Umkehrabbildung f~! an, ohne f~! auszurechnen.

Losung:

a) Die darstellende Matrix bzgl. der Standardbasis
4 -1
=[5 7]
induziert f und hat somit die selben EW und EV. Die EW berechnen sich als Nullstellen von

_ A—4 1 2
pf()\)—det<[ 1 )\_4})—/\ —8X+15

also Ay = 3 und A2 = 5. Den Eigenraum zu A\; = 3 erhalten wir als Losungsmenge von
-1 1 . 1 -1
1 -1 0 0

Eig(3, f) = {v € R? | v; = va}

Den Eigenraum zu A2 = 5 erhalten wir als Losungsmenge von
11 . 11
11 0 0

Eig(5, f) = {v € R? | v; = —vp}

also

also



b) Da der Isomorphismus f iiber R? zwei verschiedene EW hat, ist er nach XIII.27 diagonalisierbar.

c¢) Aus b) folgt, dass eine Basis aus Eigenvektoren des R? existiert. z.B

o= (- [4)

Nach XIII.26 ist

d) Die beiden EV bilden schon eine OB, da
(LY [L-1)=1-1+1-(-1)=0

Wenn wir sie normieren, bilden sie eine ONB und damit spaltenweise zusammengesetzt eine orthogonale

Matrix
L7 =viz+2=v2=|1,-1]"|| = S= % B 11}

e) Wenn v ein EV von f zum EW X ist, dann folgt

fW=w & w=fT00 =) s ) =g

Also ist dann v ein EV von f~! zum EW % Fiir unser Beispiel hat f~! also die Eigenwerte 1/3 und
1/5 mit
Eig(1/3,f~") = Big(3,f)  FEig(1/5,f~") = Eig(5, f)

2. Aufgabe:

Welche der folgenden Matrizen sind diagonalisierbar in K = R oder K = C?

5 -2 2 1 0 2 0 4 -8 ;:3‘31_74

A=|4 -1 4 B=]0 1 3 C=1]10 —4 D=10 0o 11 _o4

4 —4 7 -1 -1 -3 12 —6 0 0 4 —g
Losung:

pa(d) = (A =5)(A - 3)*
Damit hat A die EW A\; =5 und A\ = 3. Wir wissen a(5, 4) = 1 = g(5, A) Fiir den EW 3 mit a(3, A) = 2

berechnen wir mit

-2 2 =2 1 -1 1
3[-A=|-4 4 -4 — |0 0 O
-4 4 -4 0 0 0

und damit g(3,A) =3 — Rang(3] — A) =3 —1=2=a(3,A). Damit ist A diagonalisierbar.

p(A) = (A= 1)(A\2 + 2\ +2)

Das quadratische Polynom A2 + 2\ + 2 hat die 2 komplexen Nullstellen —1 + ¢ und —1 — 4. Damit ist B
iiber R nicht diagonalisierbar, da es komplexe Nullstellen hat. Uber C hat es 3 verschiedene und ist daher
diagonalisierbar.



pod) = (A +2)°
C' hat also nur den Eigenwert A\ = —2 mit a(—2,C) = 3. Es gilt aber

-2 —4 8 1 2 -4
—2I-A=|-1 -2 4| — |0 0 O
-1 -2 4 00 0

und damit g(—2,C) = 3 — Rang(—2] — A) = 3 — 1 = 2. Da die algebraische und geometrische Vielfachheit
von —2 nicht iibereinstimmen, ist C' weder in C noch in R diagonalisierbar.

po(A) = (A+1DAA=2)(A=3)
D hat die 4 verschiedenen EW —1,0, 2,3 und ist damit diagonalisierbar.

3. Aufgabe:

Sei ein unitirer Vektorraum (C™,(-,-)) und eine Matrix A € C™" gegeben. Folgern Sie jeweils mit dem
Skalarprodukt:

a) Wenn A% = AH | dann liegen die Eigenwerte von A in der Menge {0, 1, f% + @}

b) Wenn A? = (A)2 dann sind alle Eigenwerte von A entweder rein imaginiir oder rein reell.
Losung: a) Sei A ein EW von A zum EV v. Dann gilt

A (v,v) = </\2v,v> = <A2v,v> = <AH11,11> = (v, Av) = (v, \v) = X (v, v)
Also A2 = \. Wenn wir A\ = a + bi € C dort einsetzen
M= (a+bi)? = (a® —b*) +2abi=\=a—bi
erhalten wir durch den Vergleich des Real- und Imaginérteils das nicht-lineare Gleichungssystem
a>—v =a 2ab = —b

Die 4 Losungen a = b =0,a=1,b=0,a = —1/2,b = v/3/2 und a = —1/2,b = —+/3/2 liefern genau die
Zahlen aus der Aufgabe.

b) Analog a) folgt hier, dass \? = S gelten muss. Also (a + bi)? = (a — bi)%. Die Gleichung ist wahr, wenn
—2abi = 4+2abi, also wenn a = 0 oder b = 0 und damit die EW rein imaginér oder rein reell sind.

4. Aufgabe:
Betrachten Sie die lineare Abbildung
[ R[t]<1 — R[t]<1, (a1t + ag) + (a1 — 2a0)t + (3aq — 4ayp)
a) Geben Sie die darstellende Matrix [f]g g von f bzgl. der Standardbasis B = (¢,1) des R[t]<; an.

b) Sei By = (t+ 1,2t + 3) eine weitere Basis des R[t]<;. Bestimmen Sie die Koordinatentransformations-
Matrizen [id] g, g,, [id] g, und damit [f]z, B,

c) Ist f diagonalisierbar?

Losung:



a) Wir berechnen die Bilder von B und stellen sie wieder als Linearkombination von B dar. So erhalten
wir die Spalten der darstellenden Matrix

FO)=(1—00+B-0)=1-t43-1 = a— m

O =0-2040-D=(D 1+ (01 = w=|

Damit ist L 5
fes =y 4

b) Fir [id] g, p stellen wir die Elemente von Bj als Linearkombination der Elemente aus B dar.

t+1=1-t+1-1, 2W4+3=2-1+3-1 = [id}Bl,B:|} §:|

[id] B,B, kann man analog berechnen (oder als inverse Matrix von [id|p, 5)

t=3-t+1+(-1)-(2t+3), 1=(=2)-(¢t+1)+1-(2t+3) = [id]RBl:[_?)l _12}

Laut Vorlesung berechnet sich die darstellende Matrix nach dem Basiswechsel zu

(f18,.8, = lid] 3.5, [f18.8lid] 5 5, = lid] 5.5, [f]5.8lid] 5, B

3 =211 =21 2| |-1 O
-1 01 3 —4|(1 3] |0 =2
¢) Ja, f ist diagonalisierbar, da es eine Basis gibt, sodass die darstellende Matrix Diagonalgestalt hat.

5. Aufgabe:

Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Es gibt eine Isometrie T : R? — R? mit
T(0.00") =07 T([5,07) =44 T([0,5]") =[5,3]"
und der Abbildungsvorschrift T'(z) = Qx + ¢,Q € O(2),q € R?. Aus den Eigenwerten von @ erkennt
man, dass f(z) = Qx eine Drehung definiert.

b) Wenn V ein Vektorraum und f : V — V eine lineare Abbildung sind, sodass —1 ein Eigenwert von
f% + f ist, dann ist 1 ein Eigenwert von f3

c¢) Die Menge
U={feAu(R? | v=[1, 1]7 ist Eigenvektor von f}

ist eine Untergruppe von Aut(R?) bzgl. der Hintereinanderausfiihrung o.
Hinweis: Aut(R?) ist die Menge aller Automorphismen auf R2.

d) Wenn N = C™™\{0} nilpotent ist, d.h. N™ =0 fiir ein m € N gilt, dann ist N nicht diagonalisierbar.



Losung: a) Wir suchen eine Matrix @ € R??2 und einen Vektor ¢ € R? mit
a b e
o= [t i =[]

T(0,0]")=Q-0+qg=1e.f]' =[1,0]7 = e=1,f=0

sodass sich genau die Bilder berechnen.

T([5,0")=Q - [5,0]" +[1,0]" = [pa+1,5¢]7 = a=3/5c=-4/5
T7([0,5") = Q[0,5]" +[1,0]" = [5b+1,5d]" =[5,3]" = b=4/5,d=3/5
Also berechnet sich 35 45 .
@= [—4/5 3/5] 1= M

Wie sich leicht iiberpriifen lisst, ist QTQ = I, und damit @ eine orthogonale Matrix. Es folgt, dass
T(z) = Qx + q eine Isometrie ist. Die Eigenwerte von @ berechnen sich zu

3,4
5 5

Das muss also eine Drehung definieren, da eine Spiegelung laut Vorlesung nur die Eigenwerte 1 und -1 hat.
b) Wenn —1 ein EW von f? + f ist, dann existiert ein v € V\{0} mit

P)+f)=—v & f()=-v-f()
Setzt man dieses v in f3 ein und nutzt die Linearitit von f, ergibt sich
) =f(f2 ) = f(=v=f©) = =f(v) = f2(v) = =(f(v) + [*(v)) = =(-v) = v

Also ist v ein EV von f? zum EW 1.
c) Es gilt

e U#0,daid € U, und per Definition U C Aut(R?)
o Seien f,g € U. Dann gibt es A1, Ao mit
FLUT) =ML g([1,1]7) = A1, 1] 7

und fiir die Verkniipfung
Flo(L 7)) = fOeL, 1) = A f([1,1]7) = Ao [1, 1]

Also ist [1,1]T auch ein EV von f o g und damit fog € U.

« Wie in Aufgabe 1 wiederholt wurde, folgt aus der Tatsache, dass [1,1]" ein EV von f ist, auch dass er
ein EV von f~! ist. Damit ist fiir alle f € U auch f~! € U.

Nach der Untergruppenkriterium ist U eine Untergruppe.

d) Angenommen N ist diagonalisierbar. Dann existiert S € GL,(C) und eine Diagonalmatrix D mit N =
SDS~!. Dann gilt aber

0=N™=(SDS H(SDS™)...(SDS™ ') =sSD™S™!

Wenn diese Gleichung von links mit S~! und von rechts mit S multipliziere, bekomme ich D™ = 0. Die
Multiplikation von den m Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatrix mit Eintrégen d;"; und die sollen
alle Null sein. Daraus folgt sofort, dass D die Nullmatrix ist und somit auch N. Widerspruch.



